K1

Valitaan suoralta kaksi pistett, joiden koordinaatit ovat helposti
luettavissa. Lasketaan ruudukon avulla koordinaattien muutokset.
Lasketaan suorien kulmakertoimet.

Suora a
k _ Ay _-3_ 3
4 Ax 4 4



Suora b

Ay -8
ke == =4

Suora d

Suora on x-akselin suuntainen, eli vaakasuora. Sen kulmakerroin on 0.

Vastaus
suora a: k = _3 suora b: k = 4
4 b 3 b

suora ¢: k=—4, suora d: k=0



K2

a) Lasketaan pisteiden (4, 2) ja (1, 8) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin.

=270 Sijoitetaan y, =8, y; = 2,
8—2 6 B
1—4 =3 2

Kulmakerroin on negatiivinen, joten suora on laskeva.

b) Lasketaan pisteiden (—1,—5) ja (2, 7) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin.
F=22"0 Sijoitetaan y, =7, y; = —5,
xz_xl xzzzja xl:71'
T _n_,
2—(=1 3

Kulmakerroin on positiivinen, joten suora on nouseva.

¢) Lasketaan pisteiden (6, 3) ja (1, 3) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

=227 Sijoitetaan y, =3, y; =3,
27N x; =1 ja x; =6.
3-3_ 0 _

_1—6_—5_0

Kulmakerroin on 0, joten suora on vaakasuora.

Vastaus

a) k = —2, suora on laskeva
b) k& =4, suora on nouseva

¢) k =0, suora on vaakasuora



K3

Suoran y = kx +s kulmakerroin on k ja se leikkaa y-akselin
pisteessd (0, s).

a) Suoran y = —x+ 6 kulmakerroinon —1.
b) Suora y = —x + 6 leikkaa y-akselin pisteessd (0, 6).

¢) Piste on suoralla tdsmaélleen silloin, kun sen koordinaatit
toteuttavat suoran yhtilon.

Tutkitaan, toteuttaako piste (I, 4) suoran yhtilon.

y=—x+6 Sijoitetaan y =4 ja x =1.
4=—-1+6 Sievennetién oikea puoli.
4=5

epéatosi

Yhtalo ei toteudu, joten piste (1, 4) ei ole suoralla.

Vastaus
d £t=-1
e) (0, 6)
f) eiole



K4

Suoran y = kx +s kulmakerroin on k ja se leikkaa y-akselin
pisteessd (0, s).

a) Suoran kulmakerroin on —% jase leikkaa y-akselin pisteessd

(0, 7). Muodostetaan suoran yhtilo.

y=kx+s Sijoitetaan k:—% jas="17.
y= Ly +7
3
b) Ratkaistaan suoran y = —%x +7 ja x-akselin leikkauspiste.
Sijoitetaan y =0 ja
y= Ly +7 ! , ’ !
3 ratkaistaan x.
__1 1
0= 37X +7 |+ 3 ¥
%x:7 13
x=21

Leikkauspiste on (21, 0).

Vastaus
B y=—gx+T
h) (21, 0)



K3

a) Suora kulkee origon eli pisteen (0, 0) kautta ja sen
kulmakerroin on 4. Muodostetaan suoran yhtilo.

Y=o =k(x—xp) Yo=0,k=4 jaxy=0
y—0=4(x-0)
y=4x

b) Suora kulkee pisteen (—6,—1) kautta ja sen

kulmakerroin on —%. Muodostetaan suoran yhtilo.
Y=y =k(x—xp) yo=—L k=
_ 2
y=(=h==-3E-(=0)

%H:—%u+®

y+1:—%x—4 -1
y:—%x—S
Vastaus
i) y=4x
D oy=—3x-5

ja xO — *6



K6

(_4? 3)

a) Suoran kulkee pisteen (—4, 3) kautta ja on x-akselin suuntainen (eli
vaakasuora).

Suoran jokaisen pisteen y-koordinaattion 3.
Suoran yhtilo on y = 3.

b) Suoran kulkee pisteen (—4, 3) kautta jaon y-akselin suuntainen (eli
pystysuora).

Suoran jokaisen pisteen x-koordinaattion —4.

Suoran yhtilé on x = —4.

Vastaus
k) y=3
) x=—4



K7

a) Merkitddn annetut pisteet koordinaatistoon syottimalla
geometriaohjelmaan niiden koordinaatit. Piirretdén pisteiden kautta
kulkevat suorat s ja t.

- (10,-7)

Kuvan perusteella suorat vaikuttavat olevan yhdensuuntaiset. Vain
laskemalla voidaan varmistua suorien yhdensuuntaisuudesta.



b) Lasketaan suorien kulmakertoimet ja verrataan niitd toisiinsa.
Maiiritetdén suoran s kulmakerroin.

Suora s kulkee pisteiden

- Vo= N
Xy — X| (-3, 5) ja (5,—1) kautta.

Madritetddn suoran ¢ kulmakerroin.

Suora ¢ kulkee pisteiden

Yo =N
k,=22"N
Lo —x (—7, 6) ja (10,—7) kautta.
_ —7-6
10— (—7)
_ 13
17
__13
=15 0,764)

Kulmakertoimet eivit ole yhté suuret, joten suorat s ja ¢ eivit ole
yhdensuuntaisia.

Vastaus
a) Suorat vaikuttavat olevan yhdensuuntaiset

b) Suorat eivit ole yhdensuuntaiset. (Kulmakertoimet &, = —% =-0,75

ja k, = _By —0,764 ovat eri suuret.)

17



K8

Koska suora on yhdensuuntainen suoran 2x + y —3 =0 kanssa, ovat
niiden kulmakertoimet ovat yhti suuret.

Maédritetdén suoran 2x + y —3 =0 kulmakerroin.

2x+y—-3=0 | —2x+3 Ratkaistaan muuttuja y.
y=-2x43

Suoran 2x+ y—3 =0 kulmakerroin on —2.

Muodostetaan kysytyn suoran yhtilo.

y—=yo = k(x—xp) Yo=—Lk=-2jaxg=4
y—(-D)=-2(x—4) Ratkaistaan muuttuja y.
y+1=-2(x—4)
y+1=-2x+38 |—1
y=-2x+7

Suoran yhtdlo on y = —2x+7.

Ratkaistaan suoran y = —2x + 7 ja x-akselin leikkauspiste.
y=-2x+7 Sijoitetaan y = 0 ja ratkaistaan x.
0=-2x+7 |+2x

2x =17 |: 2
x=3,5

Suora leikkaa x-akselin pisteessd (3,5; 0).
Suora y =—-2x+7 leikkaa y-akselin pisteessd (0, 7).

Vastaus
y=—2x+47, pisteissd (3,5; 0) ja (0, 7)



K9

a) Lasketaan pisteiden (160, 40) ja (280, 10) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

10 — 40 =Y
k= 380-160 k:ifill
_30(30
120
_1
4

Suora kulkee pisteen (280, 10) kautta ja sen kulmakerroin on —%.

Muodostetaan suoran yhtalo.

y—lO:—%(x—ZSO) Y= vy = k(x — xp)
y—lO:—%x+70 |+10

y= —%x+80
Suoran yhtidlo on y = 1y + 80.

4



b) Piste on suoralla tdismalleen silloin, kun sen koordinaatit toteuttavat
suoran yhtilon.

Tutkitaan, toteuttaako piste (—24, 86) suoran yhtilon.

Y= —%x+80 Sijoitetaan x = —24 ja y = 86.

86 = —%(—24) +380

86 =6+80
86 =86
tosi

Yhtilo toteutuu, joten piste (—24, 86) on suoralla.

Vastaus

a) y:—lx—i-SO

4
b) on



K10

a) Kéytetddn yhteenlaskumenetelméé. Poistetaan yhtidloparista muuttuja
y jaratkaistaan muuttuja x.

Kerrotaan alempi yhtilo

Sx—2y =20 sellaisella luvulla, ettd muuttujan
{ Ix+y=1 |2 v kertoimiksi saadaan toistensa
vastaluvut.
5x—2y=20 Lasketaan yht&lot yhteen.
+{6x +2y=2 Muuttuja y poistuu.
1Ix=122 |:11 Ratkaistaan muuttuja x.
x=2

Sijoitetaan x =2 jompaankumpaan yhtdloon ja ratkaistaan y.

Ix+y=1 Sijoitetaan x = 2.
3-24+y=1
6+y=1 |-6
y=-5

Siis x=2 ja y=-5.



b) Kiytetdén yhteenlaskumenetelméd. Poistetaan yhtéloparista muuttuja
y jaratkaistaan muuttuja x.

Kerrotaan alempi yhtilo

3x+2y=7 sellaisella luvulla, ettd muuttujan
{ x+2y=1 [(=1) v kertoimiksi saadaan toistensa
vastaluvut.
3x+2y=7 Lasketaan yht&lot yhteen.
+{—x —2y=-1 Muuttuja y poistuu.
2x =6 |:2 Ratkaistaan muuttuja x.

Sijoitetaan x =3 jompaankumpaan yhtdloon ja ratkaistaan y.

x+2y=1 Sijoitetaan x = 3.
342y=1 |-3
2y=-2 |12
y=-1

Vastaus
a) x=2 ja y=-5
b) x=3 ja y=-1



K11

a) Tehtdvind on 16ytdd luvut x ja y, jotka toteuttavat yhtidloparin

y=x+6
y=3x—4.

Sijoitetaan y = 3x —4 ensimmdiiseen yhtdloon ja ratkaistaan x.

y=x+6 Sijoitetaan y = 3x — 4.
3x—4=x+6 |—x+4

2x =10 |: 2

x=35

Sijoitetaan x =5 jompaankumpaan yhtidloon ja ratkaistaan y.

y=x+6 Sijoitetaan x = 5.

=546
=11

Leikkauspiste on (5, 11).



b) Tehtdvind on 10ytdd luvut x ja y, jotka toteuttavat yhtdloparin

y=x
Sx—y—7=0.

Sijoitetaan y = x toiseen yhtdloon ja ratkaistaan x.

Sx—y—7=0 Sijoitetaan y = x.
5x—x—7=0 | +7
dx =17 |- 4
_7
Ty
Sijoitetaan x = % jompaankumpaan yhtdloon ja ratkaistaan y.
. o 7
y=2x Sijoitetaan x = T
1
YT
7 7

Leikkauspiste on (Z’ 7

Vastaus
a) (5, 11)

b) (5. 7



K12

a) Piirretddn suorat geometriaohjelmalla syottimélla siithen suorien yhtélot.
Madritetddn ohjelmalla suorien leikkauspiste.

Leikkauspiste on (1,3; 1,7).

(1a 3; 1, 7)

3 D) 1 0 / 1 2 3




b) Tehtdvind on 10ytdd luvut x ja y, jotka toteuttavat yhtdloparin

y=2x-—1

y:—%x—i-Z.

Sijoitetaan y = 2x —1 toiseen yhtéloon ja ratkaistaan x.

2x—1=-Ltyxq2 |+%x—|—1

4
%x:3 |g
3

Sijoitetaan x :% jompaankumpaan yhtdloon ja ratkaistaan y.

y=2x-1 Sijoitetaan x = 3
4
=2-—-1
Y=
8
==—1
773
_3
73

Leikkauspiste on (%, % .

Vastaus
a) (1,3, 1,7)

b) (5. 3



K13

Merkitédan tiikerikakkujen lukumaéraa kirjaimella x ja pullapitkojen
lukumaééraa kirjaimella y.

Sokeri:
Sokeria menee tiikerikakkuun 1,5 dl, eli yhteensd 1,5x (dl).

Sokeria menee pullapitkoon 1 dl, eli yhteensd y (dl).
Laurilla on 9 dl sokeria.

Jauhot:
Jauhoja menee tiikerikakkuun 200 g = 0,2 kg, eli yhteensd 0,2x (kg).

Jauhoja menee pullapitkoon 800 g = 0,8 kg, eli yhteensd 0,8x (kg).
Laurillaon 3,2 kg jauhoja.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan x ja y.

L5x+y=9 ) )
{ Yy Ratkaistaan CAS-laskimella.

0,2x +0,8y = 3,2

x=4jay=3

Lauri voi leipoa 4 tiikerikakkua ja 3 pullapitkoa.

Vastaus
4 tiikerikakkua ja 3 pullapitkoa



K14

Merkitddn 2-prosenttisen suolaliuoksen madrda x (g)
ja 9-prosenttisen suolaliuoksen méaraa y (g).
Sekoitettua liuosta on 500 g.

2-prosenttisessa suolaliuoksessa on suolaa 0,02x g.
9-prosenttisessa suolaliuoksessa on suolaa 0,09x g.
Sekoitetussa 3-prosenttisessa liuoksessa on suolaa 0,03-500 g =15 g.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan x ja y.

=500
{ Xty Ratkaistaan CAS-laskimella.

0,02x + 0,09y =15

x=~429 jay =71

Sekoitetaan 2-prosenttista liuosta 429 g ja 9-prosenttista liusta 71 g.

Vastaus
2-prosenttista liuosta 429 g ja 9-prosenttista liusta 71 g



K15

a) Kun korkeus x kasvaa yhden yksikon (yhden kilometrin),
keskilampdtila y laskee 6 °C.

Keskilampotilan y (°C) riippuvuutta korkeudesta x (km) kuvaa
suora, jonka kulmakerroin on —6.

Kun korkeus x =0 (km), keskilimpétila y =14 °C.
Suora kulkee pisteen (0, 14) kautta.

Muodostetaan suoran yhtilo.

y—14=—-6(x—0) Y=o =k(x—xp)
Ratkaistaan muuttuja y
y=—6x+14 .
CAS-laskimella.

Keskildmpotila on y = —6x + 14, kun korkeus on x (km).

b) Lasketaan keskildmpétila y, kun korkeus x = 3,5 (km).

y=—6x+14 Sijoitetaan x = 3,5.
=—-6-3,5+14
=-21+14
=-7(°0)

Keskildmpétila vuoren huipullaon —7 °C.



¢) Ratkaistaan korkeus x (km), kun keskildampétila y = 0 °C.

y=—6x+14 Sijoitetaan y = 0.

0=—-6x+14 , _
Ratkaistaan muuttuja x

CAS-laskimella.
x =~ 2,3 (km)

Keskilampotilan nollaraja on 2,3 km korkeudella.

Vastaus

a) y=—-6x+14
b) -7 °C

¢) 2,3km



K16

Merkitdan todellista nopeutta kirjaimella x ja mittarilukemaa kirjaimella
y. Suureen y riippuvuutta suureesta x kuvaa suora.

Annetuista tiedoista saadaan kaksi koordinaatiston pistetta.

Todellinen Mittari-

nopeus x lukema y (x, )
45 50 (45, 50)
90 100 (90, 100)

Lasketaan suoran kulmakerroin.

4~ 100—50 _ 50 G 10 y-koordinaattien erotus jaetaan

- 90—45 45 9 x-koordinaattien erotuksella.

Suora kulkee pisteen (45, 50) kautta ja sen kulmakerroin on %

Muodostetaan suoran yhtalo.

y—yo =k(x—xp)

y—50= %(x —45) Ratkaistaan muuttuja y

CAS-laskimella.
y=10,
- _ 10
Suoran yhtdlé on y = —x.

9



a) Ratkaistaan todellinen nopeus x, kun mittarilukema y = 80 km/h.

y=: Sijoitetaan y = 80.
80 = %x Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =72 (km/h)

Todellinen nopeus on 72 km/h.

b) Lasketaan mittarilukema y, kun todellinen nopeus x = 80 km/h.

y= %x Sijoitetaan x = 80.
y = % .80 Ratkaistaan CAS-laskimella.

y = 88,888... &~ 89 (km/h)
Mittari ndyttdd 89 km/h.
Vastaus

a) 72 km/h
b) 89 km/h



K17

Yhtié Perusmaksu Yksikkohinta
! €/kk snt/kWh
A 4,02 6,62
B 3,75 7,99
a) Yhtio A:

Yhtion A tarjoaman sdhkon yksikkohinta on
6,62 snt/kWh = 0,0662 €/kWh.

Sdhkon kokonaishintaan kuuluu kuukaudessa yksikkohinta x
kilowattitunnista, eli 0,0662x €, sekd perusmaksu 4,02 €.
Muodostetaan lauseke.

a(x) =0,0662x + 4,02
Yhtio B:

Yhtion B tarjoaman sdhkon yksikkShinta on
7,99 snt/kWh = 0,0799 €/kWh.

Sdhkon kokonaishintaan kuuluu kuukaudessa yksikkohinta x
kilowattitunnista, eli 0,0799x €, sekd perusmaksu 3,75 €.
Muodostetaan lauseke.

b(x) = 0,0799x + 3,75



b) Kokonaishinnat ovat samat, kun a(x) = b(x).
Ratkaistaan sdhkonkulutus x (kwh).

0,0662x + 4,02 = 0,0799x + 3,75 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x ~ 19,7 (kWh)

Sdhkonkulutuksen tdytyisi olla 19,7 kWh, jotta kokonaishinnat olisivat
samat.

b) Sdhkon kokonaishintaan kuuluu vuodessa yksikkdhinta x
kilowattitunnista, sekd 12 kertaa kuukausittainen perusmaksu 4,02 €.
Muodostetaan lausekkeet.
ayyosy (x) = 0,0662x +-12-4,02 = 0,0662x + 48,24
byyosr (x) = 0,0799x +12-3,75 = 0,0799x + 45
Lasketaan kokonaishinnat, kun vuoden sdhkonkulutus x = 2000 kWh
ayyosr (2000) = 0,0662 - 2000 +- 48,24 = 180,64 (€)

byrosr (2000) = 0,0799 - 2000 - 45 = 204,80 (€)

Lasketaan kokonaishintojen erotus.

204,80 € —180,64 € = 24,16 €

Kokonaishintojen vélinen ero vuoden aikana on 24,16 €.

Vastaus
a) a(x)=0,0662x+ 4,02 ja b(x)=0,0799x + 3,75
b) 19,7 kWh

) 24,16 €



K18

a) Muuttuja x on kello kymmenestéd kulunut aika tunteina ja muuttuja y

myytyjen pullien lukuméaéara. Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan
pistejoukkoon suora taulukkolaskentaohjelmalla.

A B
Kulunut
1 aika x (h) Myydyt pullat y
0 0
! 24
2 51
1801Y
160
140 P A TP
120
100
80
60
40
20

x (h)
12 3 4 5 6 7 8

Myytyjen pullien lukuméiraa kuvaava lineaarinen malli on
y=25,5x—0,5, missi x on kello kymmenesté kulunut aika tunteina.



b) Lasketaan pullien méérd y, kun aikaa on kulunut x =15—-10 =15 (h).

y=1255x-0,5 Sijoitetaan x = 5.
=25,5-5-0,5
=127

Pullia on myyty 127. Jéljelld on siis 180 —127 = 53 pullaa.
¢) Ratkaistaan kulunut aika x, kun pullia on myyty 180.

y=255x—-0,5 Sijoitetaan y = 180.
Ratkaistaan muuttuja x
180 = 25,5x — 0,5 .
CAS-laskimella.
x=17,078...~ 7 (h)

Aikaa on kulunut noin 7 tuntia. Kello on siis noin 17, kun pullat
loppuvat.

Vastaus

a) y=255x—0,5 missd y on myytyjen pullien midrd ja x on
klo 10:std kulunut aika tunteina.

b) 53 pullaa

¢) noin kello 17



K19

a) Muuttuja x Toukon ikd (kk) ja muuttuja y pituus (cm).

Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan pistejoukkoon suora
taulukkolaskentaohjelmalla.

A B
1 Ika x (kk) Pituus y (cm)
2 7 73,4
3 9 76,2
4 12 79,7
100 y(cm)
y = 1,253z + 64,742
90
80
70
el
60
50
40
30
20
10
x (kk)
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Toukon pituutta kuvaava lineaarinen malli kolmen desimaalin
tarkkuudella on y =1,253x + 64,742, missd x on Toukon ikd

kuukausina.



b) Lasketaan Toukon ikd x, hinen pituutensa y = 90 cm.

vy =1,253x 4 64,742 Sijoitetaan y = 90.
Ratkaistaan muuttuja x

90 =1,253x + 64,742 )
CAS-laskimella.

x = 20,158... ~ 20 (kk)

Toukon ikd on noin 20 kk, eli 1 vuosija 8 kuukautta.

Vastaus
a) y=1,253x+ 64,742, missi y onpituus (cm) ja x onikd (kk).
b) 20 kk eli 1v8kk



K20

a) Sijoitetaan pisteet koordinaatistoon geometriaohjelmalla ja piirretdan
niiden kautta kulkeva suora.

(_23 9)

11z + 16y — 122 =0

(14, -2)

Maiéritetddn suoran yhtdlon normaalimuoto valitsemalla oikea
yhtélotyyppi. Suoran yhtélén normaalimuoto on muotoa
ax+by+c=0.

Suoran yhtilé normaalimuodossa on 11x+16y —122 = 0.



b) Madritetdén suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ja
pyoristetdin koordinaatit yhden desimaalin tarkkuuteen.

10

y

(05 7,6)

1lx 4+ 16y — 122 =0

—2 0

-2

Kolmion y-akselin suuntaisen kateetin pituus on sama kuin suoran ja

y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti, eli 7,6.

Vastaavasti kolmion x-akselin suuntaisen kateetin pituus on 11,1.



¢) Kateettien pituuksien tarkat arvot saadaan selvittimalla
leikkauspisteiden koordinaatit suoran yhtélon avulla.

y-akselin leikkauspiste:

Ilx+16y—122=0 Sijoitetaan x = 0.
11-04+16y—122=0 |+122 Ratkaistaan y.
16y =122 |:16
_ 122
16
_6l (_45
-5 [=73)
x-akselin leikkauspiste:
Ilx+16y —122=0 Sijoitetaan y = 0.
lIx+16-0—-122=0 |+122 Ratkaistaan y.
llx =122 |:11
_ 122 1
Tl ( T )
Kateettien pituudet ovat siis % ja %
Vastaus
a) Suoran yhtdlo on 11x+16y —122=0.
b) 7,6 ja 11,1

o 873 ju 12

1
g 92 71—l



3x + 6

(5, 0)

a X
2 0 4 6 8 10 12
2{2,0)

.
14 12 10 -8 -6 -4

Lasketaan suoran y = —3x+6 ja x-akselinleikkauspiste.
y=-3x+6 Sijoitetaan y = 0.
0=-3x+6 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=2

Leikkauspiste on (2, 0).

Lasketaan suoran y = —2x+10 ja x-akselin leikkauspiste.

y=-2x+10 Sijoitetaan y = 0.
0=-2x+10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=35

Leikkauspiste on (5, 0).



Lasketaan suorien leikkauspiste. Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan x
ja y.

y=-3x+6 ) )
Ratkaistaan CAS-laskimella.

y=-2x+10.

x=—4jay=18
Suorat leikkaavat pisteessd (—4, 18).
Kolmion korkeus # on leikkauspisteen etdisyys x-akselista, eli 18.

Kolmion kannan leveys a on 5—2=3.

Lasketaan kolmion pinta-ala.

— 1. 398= _ 1
A= 5 3.18=27 A Zah
Vastaus

27



K22

Etsitdédn ensin suorien y = —3x—2 ja 5x+4y =20 leikkauspiste.
Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan x ja y.

y=-—-3x—-2
5x+4y =20

Kéytetdén sijoitusmenetelmad. Ensimmaisen yhtdlon mukaan
y = —3x — 2. Sijoitetaan lauseke —3x — 2 toiseen yhtdlo6n muuttujan y
paikalle ja ratkaistaan x.

S5x+4y =20 Sijoitetaan y = —3x — 2.
Sx+4(—3x—2)=20 Avataan sulut.
S5x—12x—-8=20 |+8
—Tx=28 |:(=7)

x=-4
Sijoitetaan x = —4 jompaankumpaan yhtdl606n ja ratkaistaan y.
y=-3x-2 Sijoitetaan x = —4.
y==3(-4)-2
y=12-2
y=10

Suorat leikkaavat siis pisteessd (—4, 10).



Ratkaistaan milld a:n arvolla suora ax +4y —44 =0 kulkee
pisteen (—4, 10) kautta.

Piste (—4, 10) onsuoralla ax+ 4y —44 =0 kun sen koordinaatit
toteuttavat suoran yhtélon.

ax+4y—44=0 Sijoitetaan x = —4 ja y =10.
a-(—4)+4-10—44=0
—4a+40—44=0
—4a—4=0 |44
—4a=4 |:(-4)

a=-—1

Kolmaskin suora siis kulkee pisteen (—4, 10) kauttakun a = —1.

Vastaus
a = —1, leikkauspiste (—4, 10)



K23

a) x-x° = x> =x°

Vastaus

a) x°

b) x
¢) —125x3
4

X
d)8

aa = a/n+11
a” — gmn
a”
(ab)” = q"p"
(Cl )” a”

b  pn
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a) 3,8-108
= 380 000 000

b) 7,12-107°
= 0,000 071 2

Vastaus
a) 380 000 000
b) 0,000 071 2

Pilkku siirtyy 8 askelta oikealle.

Pilkku siirtyy 5 askelta vasemmalle.
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Muunnetaan uraanin paino grammoiksi.
2,2kg=12,2-103 g

Lasketaan, kuinka monta uraaniatomia on 2,2-10° grammassa uraania,

kun yhden uraaniatomin massa on 4,0-1072? grammaa.

2,2-10°

PN

024

2,2 kilogrammassa uraania on 5,5-10°" uraaniatomia.

Vastaus
5,5-10%4
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a) —3x°=3072 [:(=3)
x> =—-1024

x=13-1024

=—4
b) x*—10=6 |+10
xt =16

x:% tai x =316

=2 =-2
o x®+20=14 |20
x0=-6

Yhtéloll4 ei ole ratkaisuja, koska minkéén luvun kuudes potenssi ei ole

negatiivinen luku.

Vastaus

a) x=—4

b) x=-2 tai x=2
¢) ei ratkaisuja

Muokataan yhtdlon vasemmalle
puolelle pelkkd potenssilauseke.
Yhtdlon ratkaisu on luvun

—1024 viides juuri.

1
Laskimella (—1024)5 = —4.

Muokataan yhtélon vasemmalle
puolelle pelkka potenssilauseke.
Yhtdlon ratkaisu on luvun

16 neljis juuri ja sen vastaluku.

1
Laskimella 164 = 2.

Muokataan yhtédlon vasemmalle

puolelle pelkka potenssilauseke.
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a) x10 = 2000

Yhtilon ratkaisu on luvun 2000

kymmenes juuri ja sen vastaluku.

1
x=92000 tai x=—'92000 Laskimella 200010 ~ 2,14.

~ 2,14 ~ 2,14

b) 4x° =1 |4

s _ 1
YTy
1
— 5/
Y74
~ 0,76
¢) x'-70=-700 |:70
x’ =—10
x=4/—10
~—1,39
Vastaus
a) x~—2,14 tai x~2,14
b) x = 0,76

¢) x~—139

Muokataan yhtdlon vasemmalle
puolelle pelkki potenssilauseke.
Yhtilon ratkaisu on luvun
% viides juuri.

1

Laskimella (%)5 ~ 0,76.

Muokataan yhtélon vasemmalle
puolelle pelkké potenssilauseke.
Yhtélon ratkaisu on luvun

—10 seitsemds juuri.

1
Laskimella (—10)7.
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a) Merkitddn ja lasketaan luvun —49 viides juuri.

1
J—49 ~ —2,178 Laskimella (—49)5.

b) Merkitéén ja lasketaan luvun 135 neljds juuri.

1
135 ~ 3,409 Laskimella 1354.

¢) Merkitddn ja lasketaan luvun 300 seitsemés juuri.

1
Y300 ~ 2,259 Laskimella 3007.

Vastaus

a) v¥—49 ~ —2,178
b) 135 ~ 3,409
¢) 300 ~ 2,259
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a) Piirretdén funktion f(x)= x® kuvaaja.

Yhtilon x° =40 ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion
f arvoon 40. Etsitddn kuvaajalta ne pisteet, joiden y-koordinaatti

on 40.

y = = ’

Piirretdan suora y = 40. \
Mairitetdén funktion f kuvaajan ja yiz=40

(~1,85; 40) (1,85; 40)
suoran leikkauspisteet. *
Leikkauspisteiden x -koordinaatit »
kahden desimaalin tarkkuudella ovat b
—1,85 ja 1,85. 5
Siis x% =40, kun x ~ —1,85 tai NN N T . S 8 (i
x ~1,85.

6

b) Luvun 40 kuudes juuri on yhtdlon x° = 40 positiivinen ratkaisu.

a-kohdan perusteella /40 ~ 1,85.

Vastaus
a) x~—1,85 tai x~1,85

b) Y40 ~1,85
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Kun vékiluku kasvaa vuosittain, alkuperdinen arvo tulee aina kerrotuksi
muutoskertoimella. Merkitddn muutoskerrointa kirjaimella ¢. Vékiluku

kasvaa siis joka vuosi keskiméérin ¢ -kertaiseksi.

Vikiluku on aluksi 30 000 ja kahdeksan vuoden jilkeen ¢®-30 000.

Kahdeksan vuoden jilkeen vikiluku saa olla enintdén 40 000.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan gq.

g% -30 000 = 40 000 Ratkaistaan CAS-laskimella.

g~ —1,037 tai ¢ =~1,037

Muutoskerroin on positiivinen luku, joten ¢ ~1,037.

Vikiluku saa siis tulla joka vuosi enintddn 1,037 -kertaiseksi, jolloin se on
aina vuoden lopussa 103,7 % edellisen vuoden lopun arvosta.

Taajaman vuotuinen kasvuprosentti saa siis olla keskiméairin

103,7 % —100 % = 3,7 %.

Vastaus
3,7 %
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Merkitddn paddoman méaraé alussa kirjaimella @ ja vuosittaista
muutoskerrointa kirjaimella ¢. Pddoma kasvaa korkoa tullen joka vuosi ¢

-kertaiseksi, joten kymmenen vuoden padsti padomaa on ¢'°-a.

Tavoitteena on, ettd pddoma kaksinkertaistuisi kymmenessé vuodessa.
Mairén tulee siis olla 200 % ldhtotasosta a eli 2a.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan gq.

Ratkaistaan muuttuja g
CAS-laskimella.

"% a=2a

g ~1,072

Péddoma kasvaa korolla joka vuosi 1,072 -kertaiseksi, joten méérd on aina
107,2 % edellisen vuoden maarista.

Vuosittaisen koron tulee olla 107,2 % —100 % = 7,2 %.

Vastaus
7,2 %
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Merkitddan radioaktiivisen aineen méérai alussa kirjaimella a ja
vuorokausittaista muutoskerrointa kirjaimella ¢g. Aineen méédra tulee joka

vuorokausi ¢ -kertaiseksi. Viikon, eli seitsemén vuorokauden jélkeen

aineen médrd on ¢’ -a.

Viikossa aineesta hajosi 77 %. Aineen médra seitsemén vuorokauden
jéilkeen on siis 23 % alkuperiisestd, eli 0,23a.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan g.

Ratkaistaan muuttuja ¢

q7 -a=0,23a )
CAS-laskimella.

g~ 0,81

Radioaktiivisen aineen mééra siis tuli joka vuorokausi 0,81 -kertaiseksi,
joten méaéard oli aina 81 % edellisen vuorokauden lopun méarasta.

Aineesta hajoaa vuorokaudessa 100 % — 81 % =19 %.

Vastaus
19 %
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a) Merkitddn alkuperdistd hintaa kirjaimella a. Hinta on viiden vuoden
jélkeen

0,957-0,928-0,880-0,869-0,948 - a =~ 0,64a.

Hinta tuli viidessd vuodessa 0,64 -kertaiseksi, eli se oli 64 %
alkuperéisesté.

Hinta aleni siis 100 % — 64 % = 36 %.

b) Merkitdédn vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella ¢. Hinta tuli joka

vuosi ¢ -kertaiseksi, joten viiden vuoden jilkeen hinta oli ¢° - a.

Toisaalta hintaindeksi oli a-kohdan perusteella viiden vuoden jélkeen
0,6438...-a.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan gq.

g°-a=0,6438...-a Ratkaistaan CAS-laskimella.
g~ 0,916

Hinta tuli joka vuosi 0,916 -kertaiseksi, joten se on vuoden lopussa
91,6 % edellisen vuoden lopun hinnasta.

Hinta alein vuosittain keskiméadrin 100 % — 91,6 % = 8,4 %.
Vastaus

a) 36 %
b) 8,4 %
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a) Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan pistejoukkoon kolmannen
asteen polynomi taulukkolaskentaohjelmalla.

y = 0,422% — 2,932% 4 8,51z — 6,60

QN B | W N |-
NN | WIN | =

Mittaustuloksia kuvaava
kolmannen asteen
polynomi kahden

— desimaalin tarkkuuteen
sovitettuna on

y=0,42x3 —2,93x2 +8,51x — 6,60.

b) Sovitetaan samaan w|’ ‘ : .
pistejoukkoon neljinnen asteen o TR
polynomi o
taulukkolaskentaohjelmalla. 0

0
Mittaustuloksia kuvaava »
neljdnnen asteen polynomi 0
kolmen desimaalin tarkkuuteen ————=— |\«
sovitettuna on 0 / \

y = —0,13x* 4 2,42x% —14,38x2 4 36,08x — 30,00.
Vastaus
a) y=0,42x> —2,93x% +8,51x — 6,60
b) y=—0,13x* +2,42x3 —14,38x% +36,08x — 30,00
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a) Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan pistejoukkoon toisen asteen
polynomifunktio taulukkolaskentaohjelmalla.

A B y (m)
Nopeus | Jarrutus- '®

1 X matka y = 0,0046x” — 0,0583x + 2,000
(km/h) |y (m)

2 40 7 60

3 60 15 40

4 100 42

20

X (km/h)
0 20 40 60 80 100 120 140

Jarrutusmatkaa kuvaava toisen asteen yhtilo neljan desimaalin
tarkkuuteen sovitettuna on y = 0,0046x% — 0,0583x + 2,0000, missi
y on auton nopeus (km/h) ja x jarrutusmatka metreini.

b) Lasketaan jarrutusmatka y, kun nopeus x = 80 km/h.

y= 0,0046x% — 0,0583x + 2,0000 Sijoitetaan x = 80.
= 0,0046-80% —0,0583 - 80 + 2,0000
~ 27 (m)

Jarrutusmatka on 27 metria.



¢) Ratkaistaan nopeus x, kun jarrutusmatka y =30 m.

y = 0,0046x> —0,0583x +2,0000  Sijoitetaan y = 30.

30 = 0,0046x% — 0,0583x + 2,0000  Ratkaistaan CAS-laskimella.
x~—72 tai x ~ 85

Auton nopeus on positiivinen luku eli x =85 km/h. Jarrutusmatka on
30 m ajettacssa nopeudella 85 km/h.

Vastaus

a) y = 0,0046x> —0,0583x + 2,0000
b) 27 m

¢) 85km/h



K36

a) Sijoitetaan pallon lentorata koordinaatistoon niin, ettid potku léhtee
pisteestd (0, 1). Talloin lentorataa kuvaava paraabeli kulkee myds

pisteiden (10; 2,4) ja (30; 2,4) kautta.

Paraabeli on toisen asteen polynomifunktion kuvaaja. Taulukoidaan
pisteet ja sovitetaan pistejoukkoon toisen asteen polynomifunktio
taulukkolaskentaohjelmalla.

A B
1 X y
2 0 1
3 10 2,4
4 30 2,4

y = —0,0047x 40,1867z + 1,0000

x(m),
0 ‘ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 N
Pallon lentorataa kuvaavan paraabelin yhtilo neljan desimaalin
tarkkuuteen sovitettuna on y = —0,0047x2 + 0,1867x + 1,0000, missi
y onkorkeus ja x etdisyys ldhtOpisteestd metreind.

b) Pallo osuu maahan paraabelin ja x-akselin oikeanpuoleisessa
leikkauspisteessd. Leikkauspisteen y -koordinaatti on 0. Lasketaan

leikkauspisteen positiivinen x -koordinaatti.

y=—0,0047x2 + 0,1867x +1,0000  Sijoitetaan y = 0.

0=—0,0047x2 +0,1867x +1,0000  Ratkaistaan CAS-laskimella.
x~ 45 (m)



Pallo osuisi maahan 45 metrin péadssa lahtopisteestd. Potku olisi siis
kantanut 45 metrid.

Vastaus
a) y=-0, 0047x2 +0,1867x +1,0000, kun pallon 1ahtopiste on (0, 1)
b) 45m
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a) 72 =74 Yhtilo toteutuu, kun eksponentit ovat

yhté suuret.

2x =4 |: 2
x=2
b) 753 = 49~ 49 = 72
7x+3 — (72)x (am)n — g™
7EE3 = 72x Yhtild toteutuu, kun eksponentit ovat
yhté suuret.
x+3=2x | —2x—3
—x==3 {1
x=3
¢) Yhtélolla 7* = —235 ei ole ratkaisuja, koska potenssin 7* arvo on

aina positiivinen luku.

Vastaus
a) x=2
b) x=3

¢) eiratkaisuja
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a) 34x+14 = 27*

34x+14 — (33 )x

34x+14 — 33x
4x+14=3x |-3x—14
x=-14

b) 272x — 9x+8
(33)2): — (32)x+8
36x — 32x+16

6x=2x+16 | —2x

4x =16 |- 4
x=4
¢ 5 =125"
5x2 — (53)x
5x2 _ 53x
x? =3x | —3x
x2—3x=0

27=33
(aﬂ’l )I’l — al’ﬂl’l
Yhtilo toteutuu, kun eksponentit ovat

yhtd suuret.

27=33,9=32
(am )n — amn
Yhtdlo toteutuu, kun eksponentit ovat

yhté suuret.

125 =53
(aﬂ’l )ﬂ — alﬂl’l
Yhtdlo toteutuu, kun eksponentit ovat

yhti suuret.

Ratkaistaan toisen asteen yhtalo.
a=1, b=-3jac=0



o3 +./(=3)> —4-1-0

2-1 r=
_ 3449
2
_3+£3
2
_ 343 _ . _3-3_
X = > =3 tai x—i2 0
Vastaus
a) x=—14
b) x=4

¢) x=0 tai x=3

_—b+t

b? — 4ac

2a
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a) f(4)=15-24 = 240

Sijoitetaan x = 4 funktion

lausekkeeseen f(x)=15-2*

Tulos tarkoittaa, ettd musiikkivideon katsoneiden lukuméiédrd 4 tunnin

kuluttua on 240.

b) Koska x on aika tunteina, funktion f(x)=15-2% lausekkeen
muutoskerroin 2 tarkoittaa, ettd katsoneiden lukumééri tulee joka tunti

kaksinkertaiseksi.

¢) Piirretddn funktion f

kuvaaja.

Piirretddn suora y =1000 ja
maiiritetddn suoran ja kuvaajan
leikkauspiste.

Videon katsoneiden lukumééra
on 1000, kun aikaa on

kulunut noin 6,1 tuntia.

d)
10 000 (henkilod).

£(x) =10 000
15-2% =10 000
x = 9,380...

x ~ 9,4 (tuntia)

y = 1000 (6,06; 1000)/

800

600

200

Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on

Sijoitetaan f(x) =15-2".
Ratkaistaan CAS-laskimella.

Videon on katsonut 10 000 henkildd noin 9,4 tunnin kuluttua.



Vastaus
a) f(4)=240
Videon on katsonut 4 tunnin kuluttua 240 henkil64.
b) kaksinkertaiseksi
¢) 6,1 tunnin kuluttua

d) 15-2* =10 000; 9,4 tunnin kuluttua
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Peuroja alussa on 120, joten peurojen lukumééréin ilmaisee funktio
f(x)=120-%103x,

a) Lasketaan funktion f arvo,kun x =10 (v).
£(10) =120-e%10310 — 336,127... ~ 340 (kpl)
10 vuoden kuluttua peuroja on noin 340.

b) Piirretddn funktion f kuvaaja. v

250 y = 240 (6, 73; 240)

Peurapopulaation kaksinkertainen
madrd on 2-120 = 240.

150

Piirretdén suora y =240 ja = v

maidritetddn suoran ja funktion o
kuvaajan leikkauspiste. .

Peurapopulaation koko on kaksinkertaistunut, kun aikaa on kulunut noin
6,7 wvuotta.

Vastaus
a) 340 peuraa
b) 6,7 vuotta
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Bakteerikasvuston massa tulee joka vuorokausi 2,9 -kertaiseksi ja sen
massa alussa on 130 g.

Bakteerikasvuston massan grammoina x vuorokauden jilkeen ilmaisee
funktio f(x)=130-2,9".

a) Lasketaan funktion f arvo, kun x =3.

f(3)=130-2,9 =3170,57 ~ 3200 (g)

Kolmen vuorokauden kuluttua bakteerikasvuston massa on noin
3200 g.

b) Vuorokaudessa on 24 tuntia, joten 6 tuntia on 2—64:0,25

vuorokautta.

Lasketaan funktion f arvo, kun x =0,25.

£(0,25)=130-2,9%2° =169,645... ~ 170 (g)
Kuuden tunnin kuluttua bakteerikasvuston massa on noin 170 g.

¢) Lasketaan funktion f arvo,kun x = —1,5.

f(—=1,5)=130-2,9"1 =26,323... ~ 26 (g)
Bakteerikasvuston massa 1,5 vuorokautta sitten oli noin 26 g.

Vastaus
a) 3200 g
b) 170 g
c) 26 g
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a) Liittymien méérd kasvaa joka vuosi 30 %, joten vuoden kuluttua
madrd on 100 % + 30 % =130 % tidmén hetkisestd méarasta.
Liittymien maéré tulee siis joka vuosi 1,3 -kertaiseksi.

Liittymien maaré alussa on 23 000.

Liittymien midrdn x vuoden kuluttua vuodesta 1980 jilkeen ilmaisee
funktio f(x) =23 000-1,3%.

b) Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on
3 000 000 (kpl).

f(x)=3 000 000 Sijoitetaan f(x) =23 000-1,3".
23 000-1,3* =3 000 000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=18,565...

x ~ 19 (vuotta)

Liittymien méaard kasvaa ajan kuluessa, joten niiden mééra oli yli
3 000 000, kun vuodesta 1980 oli kulunut vahintddn 19 vuotta, eli
vuonna 1980 + 19 =1999.

Vastaus
a) f(x)=23000-1,3*
b) 1999
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a) Merkitddn yhden vuoden muutoskerrointa kirjaimella g. Vuonna 1990

saimaannorppien médrd oli 190 ja sen mééara tulee joka vuosi
q -kertaiseksi. 25 vuoden kuluttua eli vuonna 2015 saimaannorppien

méadrd on 190-¢2° (kpl).
Toisaalta vuonna 2015 saimaannorppien mééra oli 320.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan muutoskerroin g¢.

190- ¢ =320 Ratkaistaan CAS-laskimella.
q =1,021070...
q ~1,02107

Saimaannorppien maéri tulee joka vuosi keskiméérin
1,02107 -kertaiseksi, joten maéra kasvaa vuosittain keskiméérin
2,107 % =~ 2,1 %.

b) Saimaannorppien médrin x vuoden kuluttua vuodesta 1990 ilmaisee
funktio f(x)=190-1,02107"*.

Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on
400 (kpl).

f(x)=400 Sijoitetaan f'(x) =190-1,02107*.
190-1,02197* = 400 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=35,702...

x ~ 35,7 (vuotta)

Saimaannorppien maird kasvaa ajan kuluessa, joten ensimmaéinen vuosi,
jona saimaannorppia on yli 400 on 1990 + 36 = 2026.



¢) Vuodesta 1990 vuoteen 2020 on 30 vuotta. Lasketaan funktion f
arvo, kun x = 30.

£(30) =190-1,0210730 = 355,15... ~ 360 (kpl)

Saimaannorppien méird vuonna 2020 oli noin 360.

Vastaus
a) 2,1 %
b) 2026
¢) 360
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Radioaktiivisen aineen madrd viahenee joka vuosi 0,043 %, joten vuoden
kuluttua sen méard on 100 % — 0,043 % = 99,957 % tdmain hetkisestd
médrdstd. Aineen madré tulee siis joka vuosi 0,99957 -kertaiseksi.
Merkitdan radioaktiivisen aineen médrai alussa kirjaimella a.

Aineen médrdn x vuoden jidlkeen ilmaisee funktio f(x) = a-0,99957*.

Kun aineen méaéra on puolittunut, se on 0,5a. Ratkaistaan, milla
muuttujan x arvolla funktion f arvoon 0,5a.

f(x)=0,5a Sijoitetaan f(x) = a-0,99957*.
a-0,99957* = 0,5a Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1611,623...

x ~ 1610 (vuotta)

Radioaktiivisen aineen puoliintumisaika on noin 1610 vuotta.

Vastaus
1610 vuotta
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Merkitéén auringon lamposéteilyn alkuperdistd méérdé kirjaimella a.
Yhden senttimetrin paksuisen kerroksen ldpi paédsee
100 % — 23 % = 77 % siihen tulevasta siteilystd, joten lapi pdédsseen

séteilyn mééra tulee
0,77 -kertaiseksi. Kun séteily on lépdissyt x senttimetrid paksun lasin,

valon maara on tullut 0,77* -kertaiseksi.

Séteilyn méddrdn x senttimetrid paksun lasin jdlkeen ilmaisee funktio
f(x)=a-0,77".

a) Lasketaan funktion f arvo,kun x=10,7 (cm).
£(0,7) =a-0,77%7 = 0,832...a ~ 0,83a

Alkuperiisestd siteilyn madrastd a on jéljelld 83 %, joten lasi
pidattdd lampdosateilystd 100 % —83 % =17 %.

b) Lasketaan funktion f arvo,kun x =2,5 (cm).
f(2,5) =a-0,77*° = 0,520...a ~ 0,52a

Alkuperdisestd sdteilyn mééristd a on jéljelld 52 %, joten lasi
pidattaa lamposateilystd 100 % — 52 % = 48 %.

Vastaus
a) 17 %
b) 48 %
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Merkitéédn kaasun alkuperdistd madrad kirjaimella a.

Yksi ménnénisku poistaa 3,0 % kammiossa olevasta kaasusta, joten
kaasun méédrd tulee 0,97 -kertaiseksi. Kaasun mdird x méanndniskun

jélkeen on tullut 0,97* -kertaiseksi.

Kaasun méérdn x ménnéniskun jélkeen ilmaisee funktio
f(x)=a-0,97".

Kun kaasusta on poistunut 99 %, sitd on jiljelld 1 % ja sen maéra
on 0,0la. Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on
0,01a.

f(x)=10,0la Sijoitetaan f'(x) = a-0,97*.
a-0,97* =0,01a Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=151,191...

x ~151,2 (kpl)

Mainnéniskujen médrd on kokonaisluku, joten kaasusta on poistunut 99 %,
kun ménté on iskenyt 152 kertaa.

Vastaus
152



K47

a) Muuttuja x on vuodesta 1980 kulunut aika vuosina ja muuttuja y
matkapuhelinliittymien lukumaéra. Taulukoidaan havaintoarvot ja
sovitetaan pistejoukkoon eksponentiaalinen malli
taulukkolaskentaohjelmalla.

A B

Alka Lllttymlen 3500000

1 x (V) maara
y (kpl) 3000000

2 0 23482 y=21013,143 - 1,293°
. ) 67 639
4 10 257 872
5 15 1039 126
£ 20 3728 625

Liittymien mairéa (kpl) kuvaava eksponentiaalinen malli kolmen
desimaalin tarkkuudella sovitettuna on

F(x)=121013,143-1,293*,

missd x on vuodesta 1980 kulunut aika vuosina.



b) Vuodesta 1980 vuoteen 1991 on 1991 —1980 =11 wvuotta.

Lasketaan funktion f arvo, kun x =11 (vuotta).

F(11)=21013,143-1,293!1 = 354 874,496... ~ 355 000 (kpl)

Mallin mukaan vuonna 1991 puhelinliittymien méérd on 355 000.
¢) Lasketaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on

500 000 (kpl).

f(x) =500 000 f(x)=21013,143-1,293*.
21 013,143-1,293* =500 000  Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=12,334...
x ~ 12,3 (vuotta)

Mallin mukaan puhelinliittymien méaard ylitti 500 000 vuoden
1980 + 12 =1992 aikana.

Vastaus
a) f(x)=21013,143-1,293*
b) 355 000

¢) vuoden 1992 aikana



K48

a) Muuttuja x on vuodesta 2000 kulunut aika vuosina ja muuttuja y

kylan asukasluku. Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan
pistejoukkoon eksponentiaalinen malli taulukkolaskentaohjelmalla.

A B
1 Aika Asukasluku
x (V) y (kpl)
2 0 550
3 5 495
4 10 453
5 15 407
6 20 367

600

500

400

300

200

100

y = 549,979 - 0, 980"

Kylan asukaslukua kuvaava eksponentiaalinen malli kolmen desimaalin
tarkkuudella sovitettuna on

£(x) = 549,979 0,980",

missd x on vuodesta 2000 kulunut aika vuosina.



b) Vuodesta 2000 vuoteen 2030 on 2030 — 2000 = 30 vuotta.
Lasketaan funktion f arvo, kun x =30 (vuotta).
£(30) = 549,979-0,9803% = 300,004... ~ 300 (asukasta)
Mallin mukaan vuonna 2030 kyldssd asuu 300 asukasta.
Vastaus

a) f(x)=549,979-0,980*
b) 300 asukasta



K49

Kootaan tiedot taulukkoon.

vlogin
vuosi paivittdinen
katsojaméadra
2018 450
2022 5300

a) Rakennusvlogin katsojien méérd kasvaa joka vuosi yhtd monella
katsojalla, joten muutos on lineaarista.

4 vuoden aikana péivittdisten katsojien médrd on kasvanut
5300 — 450 = 4850 katsojalla. Yhdessd vuodessa kasvu on ollut

4850 _ 1212,5 katsojaa.

keskiméarin 4

Kun vuoden 2018 alusta on kulunut x vuotta, vlogin katsojien méérian
ilmaisee funktio

Lukijamdirdan 450

lisdtddn x kertaa 1212,5.

f(x) =1212,5x + 450.

Vuodesta 2018 vuoteen 2030 on kulunut aikaa 12 vuotta. Lasketaan
funktion f arvo, kun x =12 (vuotta).

£(12) =1212,5-12 + 450 = 15 000

Tammikuussa 2030 vlogin paivittdisten katsojien maard on 15 000.



b) Rakennusvlogin katsojien maéra kasvaa joka vuosi yhtd monta
prosenttia, joten muutos on eksponentiaalista.

Merkitddn yhden vuoden muutoskerrointa kirjaimella ¢. Kun vuodesta

2018 on kulunut 4 vuotta, katsojien mazrd on 450-g*. Toisaalta
katsojien méard on 5300.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan muutoskerroin g.

450-g* = 5300 Ratkaistaan CAS-laskimella.
qg=—1,852532... tai g =1,852532...
g ~ —1,85253 q ~1,85253

Muutoskerroin on positiivinen luku, joten ¢ ~ 1,85253.

Kun vuoden 2018 alusta on kulunut x vuotta, vlogin katsojien mééran
ilmaisee funktio

Lukijaméédrd 450 kerrotaan

g(x) =450-1,85253~,
x kertaa luvulla 1,85253.

Lasketaan funktion f arvo,kun x =12 (vuotta).

f(12) = 450-1,85253!2 = 735 183,091... ~ 740 000

Tammikuussa 2030 vlogin péivittdisten katsojien mééra on noin
740 000.

Vastaus
a) 15 000
b) 740 000



K50

Merkitédén yhden tunnin muutoskerrointa kirjaimella g. Lampdtilaero on
alussa 27 °C—4 °C =23 °C jase tulee joka tunti ¢ -kertaiseksi. Neljéan

tunnin kuluttua limpétilaero on 23-¢* (°C).

Toisaalta neljan tunnin kuluttua lampétilaero on 27 °C — 21 °C = 6 °C.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan muutoskerroin gq.

23.¢4* =6 Ratkaistaan CAS-laskimella.
qg =—0,714670... tai g =0,714670...
q ~ —0,71467 q ~0,71467

Muutoskerroin on positiivinen luku, joten ¢ ~ 0,71467.

Juomapullon ja ulkoilman l&dmpétilaeron celsius-asteina x tunnin kuluttua
ilmaisee funktio f(x) = 23-0,71467~.

Kun juomapullon ldmpétila on 12 °C, juomapullon ja ulkoilman vélinen
lampétilaero on 27 °C—12 °C =15 °C.

Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvoon 15 (°C).

S(x)=15 Sijoitetaan f(x) = 23-0,71467".
23.0,71467* =15 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =1,27240...

x =~ 1,2724 (tuntia)



Muutetaan 1,2724 tuntia tunneiksi ja minuuteiksi.
0,2724 h = 0,2724- 60 min = 16,34... min = 16 min,
joten 1,2724 h ~ 1 h 16 min.

Koska juomapullon ldmpétila kasvaa ajan kuluessa, olisi juoma pitényt
nauttia viimeistddn, kun ulosviennistd on kulunut 1 h 16 min.

Vastaus
Kun ulosviennistd on kulunut 1h 16 min (1,2724 h).



K51

a) Luvun 49 seitsemankantainen logaritmi merkitdan log; 49.

log,49 =2, log,; 49 on se potenssi, johon kantaluku 7

koska 7% = 49. on korotettava, jotta tulokseksi saadaan 49.
b) Luvun 128 kaksikantainen logaritmi merkitdén log,128.

log,128 =7, log, 128 on se potenssi, johon kantaluku 2

koska 27 =128. on korotettava, jotta tulokseksi saadaan 128.
¢) Luvun 10 000 kymmenkantainen logaritmi merkitdan log;,10 000.

log;(10 000 = 4, log;,10 000 on se potenssi, johon

koska 10* =10 000. kantaluku 10 on korotettava, jotta
tulokseksi saadaan 10 000.

Vastaus

a) log;49 =2 (koska 7% =49)

b) log,128 =7 (koska 27 =128)

¢) log;,10 000 =4 (koska 10% =10 000)



K52

a) 5*=173 Eksponentti x on luvun 73 wviisi-

kantainen logaritmi.

x =logs 73 Ratkaistaan likiarvo laskimella.
=2,6065...~ 2,67
b) 3% =21 Eksponentti 2x on luvun 21 kolme-

kantainen logaritmi.

2x =logs 21 |: 2 Ratkaistaan x.
x= 10g23 21 Ratkaistaan likiarvo laskimella.

=1,385...~ 1,39

¢) 2375% =189 Eksponentti 3 —5x on luvun 189 kaksi-
kantainen logaritmi.
3—5x=1og,189 | -3 Ratkaistaan x.
—5x =log, 189 —3: (—5)
xX= 3_10%“89 Ratkaistaan likiarvo laskimella.
=-0,912...~ —0,91

Vastaus
a) x~ 2,67
b) x ~1,39

¢) x~—0,91



KS3

a) Koska muuttujan x kolmekantainen logaritmi on 2, niin x =32 =9.

b) Koska muuttujan x kuusikantainen logaritmi on 2, niin
x = 6% = 36.

¢) Koska muuttujan x kaksikantainen logaritmi on —3, niin

23 8
Vastaus
a) x=9
b) x =36
) le

8



K54
a) log,4° =9, koska 4° = 4°,
b) loggl=0, koska 8% =1.

¢) log,0,5=—1, koska 27! -1 _

1 _
T=7 =05

Vastaus

a) log,4° =9
b) loggl=0

¢) log,0,5=-1



K55

a) Venuksen fysikaalinen kirkkaus on F = 58. Lasketaan Venuksen
magnitudi.

m=—2,5log;y58 = —4,408... ~ —4,4

Siriuksen fysikaalinen kirkkaus on F = 4,0. Lasketaan Siriuksen
magnitudi.

m = —2,5log;,4,0 =—-1,505...~ —1,5

b) Sijoitetaan kaavaan m = —2,5log; /' magnitudi m = 6,0 ja
ratkaistaan F.

m = —2,5log;o F Sijoitetaan m = 6,0.

6,0 = —2,5logo F Ratkaistaan CAS-laskimella.
F =0,00398...
F =~ 0,004

Koska fysikaalisen kirkkauden F yksikkona on Vegan kirkkaus,
himmeimpien paljaalla silmélld havaittavien taivaankappaleiden
fysikaalinen kirkkaus on noin nelja tuhannesosaa Vegan kirkkaudesta.

Vastaus
a) Venus: m = —2,5log;( 58 ~ —4,4
Sirius: m = —2,5log;( 4,0 ~ —1,5
b) F =~ 0,004 -eli kirkkaus on neljd tuhannesosaa Vegan kirkkaudesta.



Al

Funktio f(x)=3-2* onmuotoa a-g*, joten se kuvaa eksponentiaalista
muutosta. Koska muutoskerroin ¢ = 2 > 1, niin funktio kuvaa
eksponentiaalista kasvamista. Funktion kuvaaja on siis vaihtoehto 4.

M

/L

X
>

£ -l 1 2

Funktio g(x) =3—2x onmuotoa s+ kx, joten se kuvaa lineaarista
muutosta. Koska kulmakerroin k& = —2 < 0, niin funktio kuvaa lineaarista
viahenemistd. Funktion kuvaaja on siis vaihtoehto 1.

Ay

A

w

N

—_




Funktio A(x)=3-0,5 onmuotoa a-gq*, joten se kuvaa
eksponentiaalista muutosta. Koska muutoskerroin g = 0,5 <1, niin
funktio kuvaa eksponentiaalista vihenemistd. Funktion kuvaaja on siis
vaihtoehto 2.

\ A

w

N
/

X
, >

).

Funktio i(x) =3+ 0,5x on muotoa s+ kx, joten se kuvaa lineaarista
muutosta. Koska kulmakerroin & = 0,5 > 0, niin funktio kuvaa lineaarista
kasvamista. Funktion kuvaaja on siis vaihtoehto 3.

A

4

o ]

N

—_—

Y x

Vastaus
f—4,g—-1,h-2,i-3



A2
a) (7x)%x°

— 72 'X2X5

(ab)ll — allbi'[

aman — am+n

= 49x%13

= 49x7

% alﬂall

2x3 - 3x%
_ 8x”’
2:3.x3 . x4

)7
A

_12 _
=% 2
¢) (5x)? —5x* =5%.x% —5x2
= 25x2 — 5x?

= 20x?

Vastaus

a) 49x’ b) 2
¢) 20x2 d) 2x2

(ab)n — aﬂbﬂ



A3

g Yhtilon ratkaisut ovat luvun 6561
a) x° = 6561

kahdeksas juuri ja sen vastaluku.

1
x=Y¥6561 tai x=-Y6561 Laskimella 6561% = 3.
-3 -3
5 Muokataan yhtidlon vasemmalle
b) 3x° =-3072 |:3 ) .
puolelle pelkké potenssilauseke.

Yhtilon ratkaisu on luvun

x> =—1024 L
—1024 viides juuri.
1
x =3/—1024 Laskimella (—1024)5 = —4.
=—4
¢) 42+l =421 Yhtilo toteutuu, kun eksponentit

ovat yhtd suuret.
2x+1=21 |-1

2x =20 |:2
x=10
d) 4°H=gv2 4=22, 8=23
(22)x+1 — (23)x—2 (@™ = a™"
22x+2 — p3x=6 Yhtélo toteutuu, kun eksponentit

ovat yhtd suuret.
2x+2=3x—-6 |-3x—-2
x=-8 |1

x=28

Vastaus
a) x=-3 tai x=3 b) x=—4
¢) x=10 d x=28



A4

a) Lasketaan pisteiden (1,—3) ja (4,—2) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin.
k — u SijOitCtaan /Vz — —2’ )/51 — _3’

.Xz:4ja .Xlzl
_2-(=3)_-2+3_1
41 -3 3

b) Suora kulkee pisteen (1,—3) kautta ja sen kulmakerroin on 3
Muodostetaan suoran yhtilo.

¥ =0 = k(x—xo) yo=-3 k=1 jaxy =1

y=(=3)= (=D

Ratkaistaan muuttuja y.

y+3:%u—n

y+3:%x—% |3
_1__10
Y=3*773

Suoran yhtdlo on y = %x — %



1 10

¢) Ratkaistaan suoran y = 33 ja x-akselin leikkauspiste.

1 10 Sijoitetaan y =0 ja

y=3%¥-3 .
3 3 ratkaistaan x.

1,10 .
0= 3573 |3
0=x-10 | +10
10=x
x=10

Leikkauspiste on (10, 0).

L, 10 vakiotermi on —m, joten suora

Suoran yhtilén y = 353 3
leikkaa y -akselin pisteessd (0, —? .
Vastaus
1
a) k= 3
_1..10

0 (0,1 ja (10, 0)



AS

Merkitdén maalin A méairéa litroina kirjaimella x ja maalin B maarad
litroina kirjaimella y.

Keltainen pigmentti:
Litraan maalia A menee 80 g = 0,08 kg keltaista pigmenttid. Maaliin A

siis menee yhteensd 0,08x (kg) keltaista pigmentti.

Litraan maalia B menee 120 g = 0,12 kg keltaista pigmenttid. Maaliin B
siis menee yhteensd 0,012y (kg) keltaista pigmenttia.

Yhteensa keltaista pigmenttid kdytettiin 3,2 kg.
Sininen pigmentti:
Litraan maalia A menee 110 g = 0,11 kg sinistd pigmenttid. Maaliin A siis

menee yhteensd 0,011x (kg) sinistd pigmenttii.

Litraan maalia B menee 90 g = 0,09 kg sinistd pigmenttid. Maaliin B siis
menee yhteensd 0,009y (kg) sinistd pigmenttia.

Yhteensa sinistd pigmenttid kdytettiin 3,5 kg.
Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan x ja y.

0,08x 40,12y =3,2
0,11x+ 0,09y = 3,5

Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=22jay=12

Viripigmenteistd valmistettiin 22 litraa maalia A ja 12 litraa maalia B.

Vastaus
maalia A 22 litraa, maalia B 12 litraa



A6

a) Merkitédan vuorokauden maksimilampétilaa x (°C) ja myytyjen
virvoitusjuomien lukumédirdd y. Myynnin riippuvuus ldmpétilasta on
lineaarinen, eli sitd kuvaa suora.

Annetuista tiedoista saadaan kaksi koordinaatiston pistett.

Lampdotila . Myy(}yt
°c virvoitusjuomat (x, )
x (0 y (pulloa)
14 80 (14, 80)
17 95 (17, 95)

Lasketaan suoran kulmakerroin.

_95-80 _ 15 _ _ 2N
16_17—14_3_5 k_xzfxl

Suora kulkee pisteen (14, 80) kautta ja sen kulmakerroin on 5.
Muodostetaan suoran yhtalo.

Vo = k(x — xp)
y—80=5(x—-14) Ratkaistaan muuttuja y
CAS-laskimella.
y=>5x+10

Suoran yhtdlé on y = 5x +10.



b) Sijoitetaan suoran yhtiléon lampétila x = 25 (°C) ja ratkaistaan
myytyjen virvoitusjuomien maira y.

y=35x+10 Sijoitetaan x = 25.
y=5-25+10
y =135 (pulloa)

Virvoitusjuomia menee kaupaksi 135 pulloa.

¢) Sijoitetaan suoran yhtdloon myytyjen virvoitusjuomien maéra
y =10 (pulloa) ja ratkaistaan l[ampdtila x.

y=5x+10 Sijoitetaan y = 0.
0=5x+10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-2 (°C)

Virvoitusjuomien myynti loppuu kokonaan, kun péivén korkein
lampétilaon —2 °C.

Vastaus

a) y=5x+10
b) 135 pulloa
¢) —2°C



A7

a)

b)

Merkitédén vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella ¢. Gepardien méaéra
tuli siis joka vuosi ¢ -kertaiseksi.

Vuonna 1900 gepardeja arvioitiin olevan 100 000. Vuodesta 1900
vuoteen 2017 kulunut aika on 2017 —1900 =117 vuotta. Vuonna

2017 gepardien lukumairi oli siis ¢''” - 100 000.

Toisaalta vuonna 2017 gepardeja oli 7100. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan gq.

g7 -100 000 = 7100 Ratkaistaan CAS-laskimella.
g ~0,97765
~ 0,978

Gepardien lukumaaéra tuli joka vuosi 0,978 -kertaiseksi, joten
lukumééri vuoden lopussa on aina 97,8 % edellisen vuoden lopun
madrasta.

Gepardien lukumaiéri vaheni vuosittain keskimaérin
100 % — 97,8 % = 2,2 %.

Vuodesta 1900 vuoteen 1975 kulunut aika on 1975 —1900 = 75
vuotta. Vuonna 1975 gepardien lukumééri oli siis

473 -100 000 = 0,9776575 - 100 000 = 18355 ~ 18 000.

Vastaus

a)
b)

2,2%
18 000



A8

a) Jos myynti vihenee lineaarisesti, sitd kuvaa suora. Talloin kirjan myynti
viahenee keskiméarin yhtd monella kappaleella vuosittain.

Kahdessa vuodessa kirjan myynti vihenee
2500 — 2200 =300 kappaletta.
Yhdessa vuodessa myynti vihenee siis

300 _ 50 kappaletta.

2

Jos myynti vidhenee lineaarisesti, kirjan myyntimaara kuusi vuotta
julkaisun jélkeen on

2500 —-6-150 =1600 kappaletta.

b) Merkitdan vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella g.

Julkaisuvuonna kirjaa myytiin 2500 kappaletta. Kahden vuoden
jilkeen myytyjen kirjojen méaira oli ¢ - 2500.

Toisaalta kahden vuoden jilkeen kirjojen myynti oli 2200 kappaletta.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan gq.

g?-2500 = 2200 Ratkaistaan CAS-laskimella.

g~ —0,93808 tai ¢~ 0,93808
Muutoskerroin on positiivinen luku, joten ¢ = 0,93808.

Kirjan vuosittainen myynti tuli siis joka vuosi 0,93808-kertaiseksi.
Lasketaan kirjan myyntiméérd kuuden vuoden jélkeen.

0,93808¢ - 2500 = 1703,65 ~ 1700 (kappaletta)

Vastaus
a) 1600 b) 1700



A9

a) Muuttuja x on piivin jarjestysluku lokakuun ensimmaéisesta péivasta
alkaen ja muuttuja y vuorokauden keskildimpétila (°C).

Syoétetddn havaintoarvot taulukkolaskentaohjelmaan ja sovitetaan
pistejoukkoon suora.

A B y(°C)
1 Piaiva | Keskilampotila 15
x y (°0) \
2 1 9,9 10
3 9 5,6
5
4 13 2,2
5 24 -3,6 x (paiva)
0 10 30
6 30 -6,5
-5
=10

Vuorokauden keskildmpdtilaa kuvaava lineaarinen malli kolmen
desimaalin tarkkuudella sovitettuna on

y=-0,572x 410,328,

missd x on lokakuun péiva.



b) Lasketaan keskildmpdtila y, kun pédivaméérd on 20.10. eli pdivén

jarjestysluku x = 20.

y=-0,572x 410,328 Sijoitetaan x = 20.
=—-0,572-20+10,328
=—-1112
~—11 (°C)

Vuorokauden keskilampétila oli —1,1 °C.

¢) Ratkaistaan pdivin jarjestysluku x, kun keskilimpdtila y = 0 °C.

y=-0,572x 410,328 Sijoitetaan y = 0.
0=-0,572x+10,328 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =18,055...

Koska keskildmpdtila laskee, ensimméinen padivé, jonka keskilampotila
alitti 0 °C oli 19.10.

Vastaus

a) y=—0,572x +10,328, missi y on keskilaimpotila (°C) ja x
lokakuun péiva.

b) —1,1°C

c) 19.10.



Al0

Sijoitetaan tunnelin poikkileikkaus koordinaatistoon niin, ettd sen vasen
alakulma on pisteessd (0,0; 0,0). Koska tunnelin leveys pohjalla on

9,0 m, poikkileikkauksen oikea alakulma on pisteessd (9,0; 0,0).

Tunnelin leveys 2,0 metrin korkeudella on 7,0 metrid. Paraabeli kulkee
siis myds pisteiden (1,0; 2,0) ja (8,0; 2,0) kautta.

Paraabeli on toisen asteen polynomifunktion kuvaaja. Taulukoidaan pisteet
ja sovitetaan pistejoukkoon toisen asteen polynomifunktio
taulukkolaskentaohjelmalla.

A B y
1 X y ' (4,5;5,1)
2 | 00 | 00
3 9,0 0,0 .
4 1,0 2,0 (1,052,0 (8,05 2,0)
5 8,0 2,0 ) y = —0,25z" + 2,25z
(0,05 0,0) (9,05 0,0)
2 1 2 3 4 5 6 7 8 3\ 0 1

Tunnelin poikkileikkausta kuvaavan paraabelin yhtilo on
y = —0,25x% 4+2,25x, missd y on tunnelin korkeus ja x etiisyys
tunnelin vasemmasta alakulmasta metreina.

Tunnelin suurin korkeus on paraabelin huipussa. Paraabelin huippu
sijaitsee x-akselin leikkauskohtien puolivélissé.

Lasketaan huipun x -koordinaatti.




Lasketaan huipun y -koordinaatti.

y=-0,25x% +2,25x Sijoitetaan x = 4,5.
=-0,25-4,52+2,25-4,5
=5,0625 ~ 5,1 (m)

Paraabelin huippu on siis pisteessd (4,5; 5,1) ja ndin ollen tunnelin suurin

korkeus on 5,1 metri4.

Vastaus
5,1 m



B1

a) x> =120

x = 3120

~ 2,61

b) x® =7054

x=487054 tai x= 87054

~ 3,03 ~ —3,03

¢) 4x7 —80=125 | +80

4x7 =205 | 4
7 _ 205
YTy
205
— 7|22
. 4
~ 1,75
d) x®*+95=15 |-95
x0 =-80

Yhtilon ratkaisu on luvun
120 viides juuri.

1
Laskimella 1205 ~ 2,61.

Yhtélon ratkaisut ovat luvun 7054

kahdeksas juuri ja sen vastaluku.

1
Laskimella 70548 =~ 3,03.

Muokataan yhtédlon vasemmalle

puolelle pelkkd potenssilauseke.

Yhtilon ratkaisut on luvun %
seitsemads juuri.

1
Laskimella (%)7 ~1,75.

Muokataan yhtdlon vasemmalle

puolelle pelkké potenssilauseke.

Yhtéloll4 ei ole ratkaisuja, koska minkaén luvun kuudes potenssi ei ole

negatiivinen luku.

Vastaus

a) x~ 2,61

b) x~ —3,03 tai x=3,03
¢) x~175

d) ei ratkaisuja



B2

Y Matka (km)

(5, 110)

100

80

60

40

20
Aika (h)
(0, 0) X

0 1 2 3 4 5 6

a) Suora kulkee pisteiden (0, 0) ja (5, 110) kautta. Maéritetddn suoran

kulmakerroin.
_110—-0 _ 110 _ _Y2=N
k= 5-0 5 22 k Xy — X

Suoran kulmakerroin &£ = 22.

b) Kulmakertoimen mukaan 1 tunnissa Antti pyordilee 22 km.
Kulmakerroin ilmaisee siis Antin pyoréilynopeuden 22 km/h.

¢) Suora kulkee pisteen (0, 0) kautta ja sen kulmakerroin on 22.
Muodostetaan suoran yhtilo.

y—0=22(x—0) =0 = k(x—xp)
y=22x

Suoran yhtilé on y = 22x.



d) Ratkaistaan kulunut aika x, kun Antti on pyoraillyt y = 75 km.

y=22x Sijoitetaan y = 75.
75=22x  |:22
x =12 —34090... ~ 3,409 (h)

22

Antti oli pyordillyt 3 tuntiaja 0,409-60 = 24,54 ~ 25 minuuttia.

Vastaus

a) k=22

b) Antin pyordilynopeuden 22 km/h.
¢) y=22x

d) 3 h 25 min



B3

b) Ratkaistaan suorien y =x—5 ja y=—2x+41 leikkauspiste.
Ratkaistaan siis yhtilopari

y=x-95
y=-2x+1.

Kéytetddn sijoitusmenetelmdd. Ensimmdaisen yhtdlon mukaan
y = x — 5. Sijoitetaan lauseke x —5 toiseen yhtdloon muuttujan y
paikalle ja ratkaistaan x.

x—5=-2x+1 |+2x+5
3x=6 23
x=2

Sijoitetaan x = 2 esimerkiksi ensimmaéiseen yhtdloon ja ratkaistaan

y=x-35 Sijoitetaan x = 2.

Leikkauspiste on (2, —3).

Koska tehtdvén suora on yhdensuuntainen suoran y = 3x — 2 kanssa,
niiden kulmakertoimet ovat yhtd suuret. Suoran kulmakerroin on siis 3.



Suora kulkee pisteen (2,—3) kautta ja sen kulmakerroin on 3.
Muodostetaan suoran yhtilo.

y—=Yo = k(x—xp) Yo=-3 k=3 jaxyg=2
y—(=3)=3(x—2) Ratkaistaan muuttuja y.
y+3=3(x-2)
y+3=3x—-6 | -3
y=3x-9

Suoran yhtdlo on y =3x—9.

b) Piste on suoralla tismailleen silloin, kun sen koordinaatit toteuttavat
suoran yhtdlon. Tutkitaan, toteuttaako piste (20, 50) suoran yhtalon.

y=3x-9 Sijoitetaan x = 20 ja y =50.
50=3-20-9
50=60-9
50=>51
epéatosi

Piste (20, 50) ei toteuta suoran yhtdlod, joten piste ei ole suoralla.

Vastaus
a) y=3x—-9
b) eiole



B4

a) Merkitddn annetut pisteet koordinaatistoon syottimalla
geometriaohjelmaan niiden koordinaatit. Piirretdén pisteiden kautta
kulkevat suorat s ja t.

(7, 10)

(1,7)

Kuvan perusteella suorat vaikuttavat olevan yhdensuuntaiset. Vain
laskemalla voidaan varmistua suorien yhdensuuntaisuudesta.



b) Lasketaan suorien kulmakertoimet ja verrataan niitd toisiinsa.
Suoran s kulmakerroin:

Suora s kulkee pisteiden

ko= Yo =N

Poxx (=5,—2) ja (1, 7) kautta.
—(— (€

_ 7= 97 U3 (5

1-(=5) 6 2

Suoran ¢ kulmakerroin:

Y2 Suora ¢ kulkee pisteiden

oy (—3,—5) ja (7, 10) kautta.

_10—-(=5 _15¢ _3 _
=7 (3 10 2 &M

Kulmakertoimet ovat yhté suuret, joten suorat s ja ¢ ovat
yhdensuuntaiset.

Vastaus
a) Suorat vaikuttavat olevan yhdensuuntaiset.

b) Suorat ovat yhdensuuntaiset. (Kummankin suoran kulmakerroin on %.)



BS

a) Merkitddn todellista nopeutta kirjaimella x ja mittarilukemaa
kirjaimella y. Suureen y riippuvuutta suureesta x kuvaa suora.

Annetuista tiedoista saadaan kaksi koordinaatiston pistetta.

Todellinen Mittari-
nopeus lukema (x, )
x (km/h) v (km/h)
50 50 (50, 50)
100 90 (100, 90)

Lasketaan suoran kulmakerroin.

p— 90-50 _ 40" _4

Suora kulkee pisteen (50, 50) kautta ja sen kulmakerroin on 0,8.

~100-50 50 5

Muodostetaan suoran yhtalo.

3 —50 = 0,8(x — 50)

y=0,8x+10

=0,8

=22 "N
Xy =X

Y=Yy =k(x—xp)
Ratkaistaan muuttuja y

CAS-laskimella.



b) Sijoitetaan suoran yhtdloon mittarilukema y =120 (km/h) ja
ratkaistaan todellinen nopeus x.

y=0,8x+10 Sijoitetaan y =120.
Ratkaistaan
120 =0,8x +10 )
CAS-laskimella.

x=137,5~138 (km/h)

Auton nopeus on 138 km/h.

¢) Sijoitetaan suoran yhtdloon todellinen nopeus x =30 (km/h) ja
lasketaan mittarilukema y.

y=0,8x+10 Sijoitetaan x = 30.
=0,8-30+10
=34 (km/h)

Mittari ndyttdd 34 km/h, kun auton todellinen nopeus on 30 km/h.

Vastaus

a) y=0,8x+10
b) 138 km/h

¢) 34 km/h



B6

a) Piirretdén funktion f(x)= x* kuvaaja geometriaohjelmalla.

Yhtilén x* =50 ratkaisut ovat ne muuttujan x arvot, joilla funktion
f arvoon 50. Etsitddn kuvaajalta ne pisteet, joiden y-koordinaatti

on 50.

Piirretddn suora y = 50.

y
60
y = 50
(—2, 66; 50) (2, 66; 50)
40
30
y = f(x)
20
10
X
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Mairitetdén funktion f kuvaajan ja suoran leikkauspisteet.

Leikkauspisteiden x-koordinaatit kahden desimaalin tarkkuudella ovat
—2,66 ja 2,66.

Siis x* =50, kun x =~ —2,66 tai x~ 2,66.
b) Luvun 50 neljds juuri on yhtilon x* =50 positiivinen ratkaisu.

a-kohdan perusteella /50 = 2,66.

Vastaus
a) x~—2,66 tai x~2,66 b) Y50 ~2,66



B7

a) Merkitddn vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella ¢. Merimetsoparien
lukumaééra tuli siis joka vuosi g -kertaiseksi.

Vuonna 2012 alle metsopareja oli 17 300. Neljdn vuoden kuluttua

vuonna mééri oli g% -17 300.

Toisaalta vuonna 2016 metsopareja oli 25 500. Muodostetaan
yhtalo ja ratkaistaan g.

g*-17 300 = 25 500 Ratkaistaan CAS-laskimella.

g =1101852... tai g =—1,101852...
g ~1,10185 g ~—1,10185

Muutoskerroin on positiivinen luku, joten ¢ ~1,10185.

Metsoparien lukumaéira tuli joka vuosi 1,10185 -kertaiseksi, joten maara
vuoden lopussa oli aina 110,185 % edellisen vuoden lopun méérasta.

Merimetsokannan kasvu on ollut vuosittain keskiméérin
110,185 % —100 % =10,185 % ~ 10,2 %.



b) Metsoparien médrdn x vuoden kuluttua vuodesta 2012 ilmaisee
funktio f(x)=17 300-1,10185".

Vuodesta 2012 vuoteen 2020 on kulunut 8 vuotta.

Lasketaan funktion f arvo, kun x =8 (vuotta).

£(8) =17 300-1,101858 = 37 585,9... ~ 37 600 (kpl)

Vuosi 2000 on 12 vuotta ennen vuotta 2012.

Lasketaan funktion f arvo,kun x = —12 (vuotta).

£(=12) =17 300-1,10185"12 = 5402,2... ~ 5400 (kpl)

Mallin mukaan metsopareja oli 37 600 vuonna 2020 ja 5400 vuonna
2000.

¢) Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on
1 000 000 (kpl).

f(x)=1000 000 Sijoitetaan f'(x) =17 300-1,10185%.
17 300-1,10185* =1 000 000  Ratkaistaan CAS-laskimella.
x =41,829...
x =~ 41,8 (vuotta)

Metsojen miira kasvaa ajan kuluessa, joten mééra ylittdd miljoonan
vuonna 2012 + 42 = 2054.

Vastaus

a) 10,2 %

b) 37 600 vuonna 2020 ja 5400 vuonna 2000
c) 2054



B8

Merkitddn madrdrahaa vuonna 2016 kirjaimella a (€) ja vuodesta
2021 eteenpdin vaikuttavaa vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella g.

Vuosien 2016 ja 2021 vililla miédrarahaa pienennettiin joka vuosi 5 %,
joten yhdessd vuodessa maararahat tulivat 0,95-kertaisiksi.
Vuonna 2021 vuodesta 2016 oli kulunut 5 vuotta, joten méadraraha oli

0,95 -a (€).

Kolmen vuoden kuluttua vuonna 2024 mésriraha on ¢°-0,95° -a (€).

Toisaalta tavoitteena on korottaa rahat vuoden 2016 tasolle, joten
médrirahan tulee olla a (€). Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan

muutoskerroin gq.

Ratkaistaan muuttuja ¢
q>-0,95° - a=a .
CAS-laskimella.

q =1,0892...

~ 1,089

Madirérahat tulevat joka vuosi 1,089 -kertaisiksi, joten mééraraha on aina
108,9 % edellisen vuoden mééariarahasta.

Mairérahoja tulee korottaa vuodessa keskiméérin

108,9 % —100 % = 8,9 %.

Vastaus
8,9 %



B9

a) Muuttuja x on vuodesta 2010 kulunut aika vuosina ja muuttuja y

uusiutuvan energian maksimituotantokapasiteetti gigawatteina.
Taulukoidaan havaintoarvot ja sovitetaan pistejoukkoon
eksponentiaalinen malli taulukkolaskentaohjelmalla.

A B

1 Aika Energia

x (V) y (GW)
2 0 1224
3 1 1329
4 2 1442
5 3 1563
6 4 1693
7 5 1847
8 6 2010
9 7 2179
10 8 2356
11 9 2533

y

3000

=1225,312 -1, 085"

1000




Uusiutuvan energian maksimikapasiteettia (GW) kuvaava
eksponentiaalinen malli kolmen desimaalin tarkkuudella sovitettuna on

f(x) =1225,312-1,085%,

missd x on vuodesta 2010 kulunut aika vuosina.

b) Vuodesta 2010 vuoteen 2025 on 2025 — 2010 =15 vuotta. Lasketaan
funktion f arvo,kun x =15.

£(15) =1225,312-1,085'5 = 4165,745... ~ 4200 (GW)

Kapasiteetti vuonna 2025 on noin 4200 GW.

¢) Ratkaistaan, milld muuttujan x arvolla funktion f arvo on
5000 (GW).

£(x) = 5000 f(x)=1225,312-1,085".
1225,312-1,085% = 5000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=17,237...

x ~ 17,2 (vuotta)

Koska kapasiteetti kasvaa ajan kuluessa, ensimmaéinen vuosi, jona
kapasiteetti on yli 5000 GW on 2010 + 18 =2028.

Vastaus
a) f(x)=1225,312-1,085*
b) 4200 GW

c) 2028



B10

Merkitdan lomapaketin hintaa kirjaimella a, hotellikustannuksia alussa
kirjaimella x ja matkakustannuksia alussa kirjaimella y.

Lomapaketin hintaa alussa kuvaa yhtdlo a = x + y.

Hotellikustannukset laskivat 5 %, joten ne olivat muutosten
jéilkeen 0,95x.

Matkakustannukset nousivat 18 %, joten ne olivat muutosten
jélkeen 1,18y.

Lomapaketin hinta sdilyi samana, joten lomapaketin hintaa muutosten
jilkeen kuvaa yhtdlo a = 0,95x +1,18y.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan x ja y.

a=x+y Ratkaistaan muuttujat x ja y
a=0,95x+1,18y CAS-laskimella.

x=17,8260...a ja y=0,2173...a
~ 7,826a ~0,217a

Matkakustannukset alussa ovat y = 0,217a. Matkakustannukset olivat

alussa siis 21,7 % lomapaketin hinnasta a.

Vastaus
21,7 %
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